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RESUMO

Este trabalho retine contribui¢des da teoria da codificagdo para a compreensdo de um tipo de
codigo corretor de erros, chamado codigo de bloco lexicografico ou /exicode. Com a grande
quantidade de informagdo que ¢ transmitida atualmente pelos mais variaveis canais de
comunicacdo, ¢ cada vez mais necessaria a garantia da integridade dessas informagoes e isso
exige o uso de sofisticados sistemas de codigos corretores de erros. Além disso, a presenca de
ruido na transmissdo torna essa tarefa imprescindivel. Os cdodigos corretores de erros t€m
como fun¢do acrescentar redundancia as mensagens que serdo transmitidas, fazendo com que
estas possam ser corrigidas quando ocorrem erros de transmissdo de dados. Neste trabalho,
sdo descritos alguns aspectos basicos da teoria dos codigos de bloco lexicograficos, com a
analise das diferentes abordagens que existem na literatura atual e uma discussdo sobre as
caracteristicas e a eficiéncia de correcdo de erros dos lexicodes abordados por diversos
autores.

Palavras-chave: lexicodes, BER, codigos corretores de erro, sindrome, coset, codigos de
bloco, ordenamento lexicografico
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1. INTRODUCAO

A presente pesquisa monografica foi realizada no contexto da Disciplina de Projeto de
Final de Curso, do curso de graduacdo em Engenharia de Teleinformatica da UFC, de agosto
a dezembro de 2009.

No ambito da teoria da informacdo, que trata dos aspectos quantitativos de
armazenamento ¢ transmissdo das mensagens, ¢ tem como um de seus objetivos principais
garantir a integridade dos dados enviados através de algum tipo de canal, trabalhamos, aqui,
os codigos corretores de erros, analisando suas caracteristicas e utilidades, tendo nosso foco
direcionado aos codigos de bloco lexicograficos.

Ao contrario das teorias matematicas que surgiram nas universidades e que
geralmente, ap6s um longo periodo de tempo, migraram para as aplicacdes praticas em
tecnologia e industrias, a teoria de cddigos corretores de erros surgiu nos laboratorios de
empresas de telefonia e posteriormente se transformou em uma teoria matematica completa,
com aplica¢des em varias areas como, por exemplo, geometria algébrica. Um cddigo corretor
de erros visa recuperar informagdes que no processo de emissdo tenham sofrido alteracdo
devido a algum tipo de ruido e/ou desvanecimento.

Pode-se afirmar que hoje praticamente todo sistema de envio de informacdes possui
algum tipo de coédigo corretor de erros. Como exemplos tipicos, a telefonia digital, a
transmissdo de dados via satélite, a comunicacdo interna em computadores, 0 armazenamento
de dados em discos rigidos e o Bluetooth.

Com o aumento da confiabilidade nas comunicagdes digitais ¢ sendo o computador
digital atualmente uma ferramenta essencial, os codigos corretores de erros vém conquistando
uma posi¢do relevante. Existem diversos exemplos que podem ilustrar a praticidade e a
importancia do seu uso. Tais codigos estdo sendo muito utilizados no armazenamento em
discos devido ao aumento da densidade destes. Quanto maior for esta, a probabilidade de
ocorréncia de erros também aumenta. Outro exemplo € seu uso na transmissdo de informacgao
pelas naves espaciais, na qual a atividade solar e outras condi¢gdes atmosféricas, por exemplo,
podem introduzir erros em sinais fracos vindos do espago. Também como exemplo, pode ser
citado o audio digital, que teve o aumento da sua popularidade devido ao desenvolvimento
dos codigos corretores de erros, que facilitam o processo de digitalizacdo. Ao inicializar a
leitura do CD, o sistema corrige os erros produzidos por marcas de dedos, arranhdes e outras

imperfeigdes, para logo em seguida transforma-las em sinais sonoros.
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Justificou-se, assim, o estudo deste tema, a partir da crescente utilizacdo desses
codigos corretores de erros e a conseqilente necessidade de serem gerados codigos mais
robustos e eficientes. Uma classe de codigos bastante usada na correcdo de erros € a dos
codigos de bloco lineares. Como exemplo pode ser citado, segundo Hefez e Vilela (2002), o
codigo de Hamming, o codigo de Golay e o codigo de Reed-Muller. Os codigos escolhidos
para serem analisados neste trabalho foram os lexicograficos, que sdo um exemplo de codigos

lineares.

Diz-se que o codigo tem um ordenamento lexicografico se seu ordenamento respeita
uma base dada. Os codigos lexicograficos sdo construidos a partir dessa base, aplicando um
algoritmo greedy, formando uma lista lexicografica. Se o ordenamento de vetores binarios de
tamanho n para a base dada ¢ lexicografico, isto é, de acordo com os valores crescentes
quando interpretados como numeros binarios, ¢ feita uma busca nesta lista, comecando do
vetor nulo, selecionando o proximo vetor na lista que tem sua distancia de Hamming para
cada vetor escolhido anteriormente de pelo menos d, obtendo-se um codigo lexicografico com

distancia minima d.

1.1 Objetivos

Nossos objetivos principais nessa pesquisa foram os de analisar as caracteristicas e
particularidades dos codigos de blocos lexicograficos e apresentar o estado da arte.

Objetivamos apontar as consideragdes feitas por diversos autores acerca desses
codigos e analisar a capacidade de correcdo dos principais codigos lexicograficos presentes na
literatura, através da implementagdo de algoritmos geradores dos codigos lexicograficos
existentes, além de propormos um ordenamento lexicografico alternativo baseado nas
caracteristicas desses codigos e a escolha de um método para a geracdo da matriz G de
palavras-codigo.

Fez parte de nossos objetivos especificos a simulacdo no Matlab®, por meio do
método de Monte Carlo, dos cddigos lexicograficos em um sistema de comunicagdes, fazendo
uma analise da relacdo entre a taxa de erro de bit (bit error rate — BER) e a energia por bit
sobre a densidade espectral de poténcia do ruido, Ey/Ny/dB], para cada um desses codigos

gerados.
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1.2 Metodologia

Nossa pesquisa teve como metodologia a analise do texto de Brualdi e Pless (1993),
que formalizaram uma generaliza¢do dos codigos lexicograficos através de algoritmos greedy,
e a andlise de textos de outros autores que contribuiram para o entendimento do tema ao qual
nos propusemos a analisar.

Assim, coletamos as referéncias feitas por estes autores em relagdo aos lexicodes e,
para cada autor, desenvolvemos algoritmos especificos para cada codigo lexicografico
existente na literatura, com o auxilio do programa Matlab®, e por fim os comparamos entre
si, como definido nos nossos objetivos.

Este trabalho ¢ formado por cinco capitulos, além deste, organizados da seguinte
forma: sistema de transmissdo digital; codificacdo de canal; codigos lexicograficos; simula¢do
e resultados; conclusao e trabalhos futuros.

No Capitulo 2, descrevemos a estrutura de um sistema de transmissdo digital,
explicando como uma mensagem ¢ enviada a partir da fonte e o que ocorre até ela chegar ao
seu destino.

No Capitulo 3, tratamos especificamente da codificagdo de canal, detalhando
principalmente os codigos de bloco e suas principais defini¢des, que serdo utilizadas no
Capitulo 4.

No Capitulo 4, apresentamos a abordagem principal deste trabalho, que ¢ a teoria dos
codigos de bloco lexicograficos e as técnicas para a geracdo dos principais lexicodes
conhecidos na literatura.

No Capitulo 5, simulamos os codigos gerados no Matlab®, comentando e analisando
os resultados obtidos.

Na conclusdo, ressaltamos as contribuicdes que auxiliaram a claboragdo desse
trabalho. E, para finalizar, sugerimos alguns trabalhos futuros relacionados com esta

monografia.



2. SISTEMA DE TRANSMISSAO DIGITAL

O inicio da teoria da informacdo e da comunicag¢do se deu quando Shannon (1948)
publicou um artigo intitulado “A mathematical theory of communication” (Uma teoria
matematica da comunicag@o). Dado um canal de comunicacdo que pode ter a informacao
enviada por ele corrompida, ele identificou um valor chamado de capacidade do canal e
provou que uma comunicacgdo confidvel € possivel a uma taxa abaixo da capacidade de canal.
O resultado de Shannon garante que os dados podem ser codificados antes da transmissao, tal
que os dados alterados podem ser decodificados com um grau de precisdo especifico
(HUFFMAN, PLESS, 2003).

O proposito de um sistema de comunicagdo ¢ transmitir sinais de banda-base
portadores de informacdo de um lugar para outro através de um canal de comunicagdo
(HAYKIN, 2004). Um problema classico de transmissdo através de um canal ruidoso ¢
mostrado no diagrama de blocos da Figura 2.1, no qual temos uma mensagem # que queremos

enviar da fonte para o destino.

Farte Codificadar u Codificadar ¥
’ da Forte do Canal g Modulador
1
Ruico Canal
L |
Ll
. Decodificadar { U Decodificadar
Desting da Forte do Canal Demodulador

Figura 2.1 - Diagrama de blocos de um sistema de transmissgo digital.
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A fonte pode ser uma onda continua ou uma seqiiéncia de valores discretos. A saida

dessa fonte ¢ uma seqiiéncia de simbolos discretos.

Segundo Haykin (2004), um problema importante em comunicagdes € a representacio
eficiente, tirando a redundancia, de dados gerados por uma fonte discreta. O processo pelo
qual essa representacdo € realizada denomina-se codificacdo de fonte. Uma forma de codificar
a fonte ¢ tendo conhecimento da estatistica da mesma. Em especial, se alguns simbolos-fonte
forem conhecidos como mais provaveis do que outros, entdo poderemos explorar essa
caracteristica na geracdo de um codigo da fonte atribuindo palavras-coédigo breves a simbolos

da fonte freqiientes e palavras-codigo longas a simbolos da fonte raros.

O codificador da fonte transforma a saida dela em uma seqiiéncia de digitos binarios,
que ¢ a mensagem codificada. As palavras-codigo produzidas pelo codificador devem estar na
forma binaria e o codigo da fonte deve ser singularmente decodificavel, de forma que a
seqiiéncia da fonte original possa ser reconstruida perfeitamente a partir da seqiiéncia binaria

codificada.

Para um canal relativamente ruidoso (por exemplo, um canal de comunicacdo sem

fio), a probabilidade de erro pode atingir valores tio elevados quanto 10™", o que significa que
(em média) somente 9 em 10 dos bits transmitidos s@o recebidos corretamente. Para muitas

aplicagdes, este nivel de confiabilidade ¢ inaceitavel. De fato, uma probabilidade de erro igual

a 107, ou até mesmo mais baixa, freqlientemente ¢ um requisito necessario. Uma das metas
do projeto da codificagdo de canal ¢ aumentar a resisténcia de um sistema de comunicagdo
digital a ruidos de canal. Esta resisténcia é obtida mediante a incorpora¢do de redundancia
controlada no codificador, que logo ¢ removida no decodificador. Desta forma pode-se

reconstruir a seqiiéncia da fonte com a maior precisdo possivel.

Simbolos discretos ndo sdo adequados para transmisso através de um canal fisico, por
isso necessitamos de um modulador. O modulador em um sistema de comunica¢do deve
selecionar uma onda de duracdo 7 segundos, que ¢ adequada para a transmissdo, para cada

simbolo de saida do codificador. No caso do cédigo binario, o modulador pode gerar um dos

dois sinais, 5, () para “0” ou %1 () para “1”.
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NOE Z—ESen(27rf0t+£), 0<t<T
r 2
(2.1)
s,(t) = 27Esen(27zf0t—%), 0<t<T,

onde /o ¢ a freqiiéncia de transmissdo, que é um miltiplo de - ¢ E & a energia de cada

T
sinal. Chamamos essa modulagdo de binary-phase-shift-keyed (BPSK), ja que o sinal

p/1
ou —, dependendo do

transmitido ¢ um pulso de onda senoidal no qual a fase é + > o

simbolo do codificador.

O ruido consiste numa alteragcdo de alguma das caracteristicas do sinal transmitido por
efeito de um outro sinal exterior ao sistema de transmissdo ou gerado pelo proprio sistema.
Estes sinais indesejados sdo de natureza aleatdria, ndo sendo possivel prever o seu valor num
instante de tempo futuro. O ruido pode ser aditivo (soma-se ao sinal) ou multiplicativo (o

sinal resultante é o produto do sinal transmitido pelo ruido).

Uma vez que o ruido ¢ um processo aleatorio, este deve ser descrito e tratado com
recurso a métodos estatisticos. O ruido diz-se branco quando a sua densidade espectral de
poténcia média é constante a todas as frequéncias; diz-se colorido no caso contrario. As
caracteristicas do ruido sdo ainda descritas através da funcao densidade de probabilidade da
sua amplitude. Diz-se entdo que o ruido segue uma distribui¢do Normal (Gaussiana), de
Poisson, etc. Uma das formas de ruido mais utilizadas para modelar este aspecto de um

sistema de transmissdo ¢ o AWGN.

Dada a natureza aleatoria do ruido, ndo € possivel elimina-lo completamente num
sistema de transmissdo. Os efeitos do ruido fazem-se sentir pela introdu¢do de erros nos
sistemas de transmissao digital. Nestes, o desempenho ¢ medido por meio da probabilidade de
ocorrerem erros, frequentemente erros de bit. Chamamos essa probabilidade de probabilidade

de erro de bit ou taxa de erro de bit (BER — Bit Error Rate).

Ap6s a insercdo de ruido, o demodulador processa cada onda recebida de duragdo T
segundos e produz uma saida chamada de seqiiéncia recebida » = v + e, onde e ¢ algum vetor

randomico de erro que foi adicionado e v € a seqiiéncia transmitida.
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O decodificador de canal transforma a seqiiéncia » em uma seqiiéncia binaria

u chamada de mensagem estimada. O objetivo da decodificagdo é determinar o vetor de erro e
e corrigir a seqiiéncia recebida. A decodificagdo da fonte transforma a mensagem prevista em
uma estimativa da saida da fonte e entrega essa estimacgdo para seu destino. (SHU LIN,

COSTELO, 1983).

A tarefa com que se defronta o projetista de um sistema de comunicagao digital € a de
prover uma instalacdo eficiente, em termos de custo, capaz de transmitir informacgdes de uma
extremidade do sistema, a uma taxa e em um nivel de confiabilidade e qualidade que sejam
aceitaveis, a um usudrio na outra extremidade. Os dois pardmetros de sistema fundamentais a
disposi¢do do projetista sdo a poténcia do sinal transmitido e a largura de banda do canal.
Esses dois parametros, juntamente com a densidade espectral de poténcia de ruido do
receptor, determinam a relacdo energia por bit sobre a densidade espectral de poténcia do
ruido Ep/No[dB]. Para uma E,/Ny[dB] fixa, a tinica op¢do pratica disponivel para modificar a
qualidade dos dados de problematica aceitavel é usarmos a codificagdo para controle de erros

(HAYKIN, 2004).

Outra motivagdo pratica para o uso de codificacio ¢ reduzirmos a Ey/No[dB]
necessaria para uma taxa de erro fixa. Essa redugdo, por sua vez, pode ser explorada para
reduzir a poténcia transmitida necessaria ou para reduzir os custos de hardware, exigindo um

menor tamanho de antena no caso de comunicacoes de radio.

Uma das formas de controle de erro para obtencdo de integridade de dados pode ser
exercida, por exemplo, por meio de uma corre¢do direta de erros (FEC - forward error
correction), ou seja, tenta-se corrigir os erros da palavra apos seu recebimento. Como ja dito
anteriormente, a fonte gera informagoes e o codificador de canal no transmissor aceita bits de
mensagem e adiciona redundancia de acordo com uma regra predefinida, produzindo assim
dados codificados a uma taxa de bits mais elevada. O decodificador de canal no receptor

entdo explora a redundéncia para decidir quais bits de mensagem foram de fato transmitidos.

A meta conjunta do codificador e decodificador de canal ¢ minimizar o efeito de ruido
de canal, ou seja, o nimero de erros entre a entrada do codificador de canal e a saida do

decodificador de canal é minimizado.

Para um esquema de modulagdo fixo, a adicdo de redundancia as mensagens

codificadas implica a necessidade de grande largura de banda de transmissdo. Além disso, o
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uso de codificagdo para controle de erros adiciona complexidade ao sistema, especialmente
para a implementacdo de operacdes de decodificacdo no receptor. Dessa forma, as
compensagdes de projeto no uso da codificagdo para controle de erros para obter um
desempenho de erro aceitavel incluem consideragdes quanto a largura de banda e

complexidade do sistema. (HAYKIN, 2004)

A deteccdo de erro pode ser simplificada respondendo a seguinte questdo: a mensagem
recebida ¢ uma palavra-cédigo ou ndo? Se a resposta ¢ sim, entdo assumimos que ndo
ocorreram erros. A probabilidade de um erro nao ter sido detectado ¢ entdo a probabilidade de
suficientes erros terem ocorrido, transformando a palavra-codigo realmente transmitida em
outra, aparentemente correta, mas na realidade sendo falsa. Se, por outro lado, um erro ¢
detectado, ele pode ser corrigido a principio por alguns métodos. Neste trabalho iremos nos
ater a decodificacdo de sindrome para a decodificagdo de canal, que sera explicada no

proximo capitulo.



3. CODIFICACAO DE CANAL

Ha muitos codigos de correcdo de erros diferentes que podemos usar. Historicamente,
esses codigos foram classificados como codigos de bloco e codigos convolucionais. Neste
trabalho iremos nos ater aos codigos de bloco, particularmente aos cddigos de bloco

chamados de lexicograficos.

3.1 Codigos de bloco

Para gerar um cédigo de bloco (n,k), o codificador de canal aceita informacdes em
blocos sucessivos de k bits; para cada bloco, ele adiciona n — k bits redundantes que se
relacionam algebricamente com os k bits de mensagem, produzindo assim um bloco
codificado geral de n bits, onde n > k. O bloco de n bits denomina-se palavra-codigo e n,

tamanho de bloco do codigo. O codificador de canal produz bits a uma taxa

n
R, _(ZJR“ (3.1)

onde R, ¢ a taxa de bizs da fonte de informacdo. A relagdo adimensional

R=—, (3.2)

n

denomina-se taxa de codigo onde 0 < R < [. A taxa de bits R, que sai do codificador
denomina-se taxa de dados do canal. Dessa forma, a taxa de coédigo ¢ uma relacdo
adimensional, ao passo que a taxa de dados produzida pela fonte e a taxa de dados de canal

sdao medidas em bits por segundo. (HAYKIN, 2004)

3.2 Defini¢bes fundamentais

. n . . . .
Consideremos #> um espaco vetorial n-dimensional linear de todas as n-uplas

binarias sobre o campo de Galois GF(2). Um cddigo de bloco bindrio C ¢é qualquer
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subconjunto C de M vetores em £ . Identifica-se esse codigo como (7,M), para marcar que

ele ¢ definido sobre o espago n-dimensional > ¢ que o tamanho deste é de M vetores.

Referimo-nos aos vetores do codigo C como palavras-codigo vi;, como apresentado
anteriormente. Similarmente, podemos definir codigos de bloco ternarios sobre o campo 3,

codigos de bloco quaternarios sobre o campo £ e assim sucessivamente.

Codigos de bloco lineares sdo uma classe muito importante dos cddigos de bloco
binarios. O codigo de bloco linear C ¢ qualquer subespago k-dimensional de £5 . Nos

escrevemos /n,k] para identificar um codigo linear C no espago n-dimensional £, que
consiste de & palavras-codigo linearmente independentes, que podem gerar um subespago
inteiro de 2" palavras-codigo. O parametro k ¢ chamado dimensdo, entdo algumas vezes nos
referiremos ao codigo /n,k/ como cddigo de dimensdo k e tamanho n. Essas k& palavras-codigo
independentes sdo organizadas em uma matriz k£ x n chamada de matriz geradora G para o

codigo C, onde
v =uG. (3.3)
Dizemos que a matriz geradora esta na forma sistematica se ela ¢ escrita como
G =[I|P], (34

onde Iy ¢ a matriz identidade k x k. Estando G na forma sistematica, as primeiras k& posi¢cdes da
palavra-codigo v sdo os bits de informacao u; os restantes n — k bits sdo os bits de paridade, ou
seja, a redundancia adicionada a u com a finalidade de recuperar u se erros ocorrerem.

(HUFFMAN, PLESS, 2003).

Outra matriz importante para os codigos lineares ¢ a matriz de paridade H, usada

principalmente na decodificagdo de canal, tal que
vH" =0,vveC, (3.5)

onde v € uma palavra-cddigo que pertence ao codigo C e 0 € a matriz nula k x n — k. Em outras
palavras, H consiste na escolha de n — k vetores linearmente independentes tal que os vetores

do subespaco de H sejam ortogonais aos vetores do subespago de G, ou seja:

GH' =0. (3.6)



3.3 Cosets e decodificacdo de sindrome 11

A matriz de paridade ¢ uma matriz de dimensdo (n - k) x n. Dizemos que a matriz de

paridade esta na forma sistematica se ela € escrita como se segue:
T
H=[P" | L], (3.7)
onde I« é a matriz identidade (n — k) x (n — k).
A distancia de Hamming d(x,y) entre dois vetores X,V € F;' ¢ definida como o numero
de coordenadas nas quais os dois vetores x ¢ y diferem. A distancia de Hamming ¢ uma boa

métrica, ja que satisfaz a inequagdo triangular e tem um importante papel na analise dos

codigos. Exemplo: d(1100,1000) = 1.
O peso de Hamming wt(x) de um vetor X€ £, é o niimero das suas coordenadas
diferentes de zero. Exemplo: wt(1001) = 2.

A distancia minima d de um codigo C ¢ a menor distdncia de Hamming entre
quaisquer duas palavras-codigo diferentes. A distdncia minima de um codigo C ¢ também
definida como o peso da palavra-cédigo de menor peso. Se essa distdncia ¢ conhecida,
usamos a notacgdo /n,k,d] para indicar um codigo linear de tamanho 7, dimensao k e distancia

minima d.

3.3 Cosets e decodificacio de sindrome

Os termos elaborados nessa se¢do sdo usados para explicar um algoritmo geral para a

decodificagdo dos codigos de bloco lineares, chamada de decodificagdo de sindrome.

Na decodificacdo de sindrome os cosets do codigo C sdo muito importantes. Podemos

definir coset da seguinte forma: dado C, que ¢é representado pelas palavras-codigo, e um vetor
a, tal que 4 € 15" o conjunto

a+C={a+x|xeC} (3.8)
¢ chamado de coset de C. Dois vetores a ¢ b estio no mesmo coset se a + b € C. Existem 2"

elementos em cada coset e 2™ cosets que dividem todo o espago vetorial n-dimensional £ .

O codigo C ¢ também um coset, presente na primeira linha da tabela de cosets.
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Com os cosets, formaremos um arranjo padrdo. A finalidade ¢ prover um modo de
decodificar os codigos de bloco. Se a palavra recebida » pertence ao subconjunto associado a
palavra-codigo v;, dizemos que v; foi transmitida. Um arranjo padrao € construido da seguinte
maneira: na primeira linha sdo colocadas as 2 palavras-codigo, sendo que na primeira posi¢ao
(coluna) ¢ colocado o vetor nulo. Sob o vetor nulo € colocado um vetor padrdo de erro e;. Os
restantes dos elementos da segunda linha sdo obtidos fazendo-se a soma de e, com vj, que sdo
os elementos da primeira linha. Sob o vetor e, ¢ colocado um vetor e3, ainda ndo usado, ¢ o
restante dos elementos sdo obtidos fazendo e; + v; e assim por diante. O processo finaliza

quando tivermos usado 2"* vetores possiveis, conforme o arranjo abaixo. (GIRAUDO, 2001)

Tabela 3.1: Arranjo padrio dos cosets (GIRAUDO, 2001).

k
Vi = 0 vo Vo

k

€ et+tvy | e tvy
k

€3 es+vpy | e;t+vy

-k -k -k k

ezn ezn +v, Czn + vy

No lado do receptor é recebido o vetor 7 =v + e, onde re e € a F> . De acordo com a
definicdo de coset, podemos concluir que tanto e quanto » pertencem ao mesmo coset. A
estratégia da decodificacdo de sindrome ¢ encontrar o vetor de menor peso e, que estd no
mesmo coset com o vetor 7, ¢ fazer a decodificagdo. O vetor de menor peso em um coset ¢

chamado de lider de coset, que sera inico se o peso do coset for
wi(e)<[(d-1)/2], (3.9)

, n . 7 . 4
A sindrome s de um vetor 7 €F, com respeito ao codigo [nkd] é um vetor no

subespaco B , definida como

s=rH". (3.10)
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Se o vetor r ¢ uma palavra-c6digo, entdo a sua sindrome ¢ zero. Pode-se entdo afirmar
que todo vetor no coset do cddigo C tem sindrome igual a zero. Se dois vetores e e 7 estdo no

mesmo coset, entdo » = v + e, onde v ¢ uma palavra-codigo. Usando a defini¢do anterior,
s=rH >s=v+e)H" ->s=v.H +eH".Como v.H" =0, entdo s=e.H" (3.11)

Podemos afirmar que cada coset ¢ caracterizado por trés parametros: lider de coset,
peso do coset e sindrome. O algoritmo de decodificagdo, portanto, pode ser definido usando o
arranjo padrdo ou a tabela de sindrome. Depois que um vetor  é recebido, computa-se, por
exemplo, a sindrome para esse vetor, procura-o na tabela de coset e encontra-se o vetor de
erro e. Adiciona-o ao vetor » para proceder a corre¢do e encontra-se o vetor v_estimado,
comparando-o com a palavra-cédigo v enviada, para saber se houve algum erro na

transmissao.

Seja t um inteiro positivo tal que

\\dmin_l“
=7 (3.12)

um codigo de bloco linear corrige todos os padroes até ¢ erros (GIRAUDO, 2001).
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4. CODIGOS LEXICOGRAFICOS

Existem diversas maneiras de gerar um cddigo de bloco. No nosso trabalho iremos
abordar os codigos de bloco lexicograficos, que t€ém nos codigos greedy sua generaliza¢do. Os
codigos greedy tém sido estudados ha anos. Levenshtein (1960) provou que os codigos greedy
produzidos de um ordenamento lexicografico de vetores binarios sdo lineares (o ordenamento
lexicografico padrdo do conjunto de vetores binarios de tamanho »n é o ordenamento natural,
no qual x aparece antes de w no ordenamento quando x; = 0 e w; = 1, onde i ¢ a primeira
posicdo na qual x e w diferem). Sua prova também ¢é valida para um tipo de ordenamento
chamado de ordenamento B, estudado primeiramente por Brualdi e Pless (1993), que ¢

relacionado ao ordenamento lexicografico.

Independentemente, Conway e Sloane (1986) provaram que os codigos greedy

produzidos do ordenamento lexicografico de vetores sobre um campo de ordem 2%, onde a é
um inteiro positivo, também sdo lineares. Sua abordagem teorica sobre alguns jogos ¢
completamente diferente da abordagem de Levenshtein (1960), e fornece uma ligagdo entre os

codigos greedy lexicograficos e alguns tipos de jogos, como os jogos de Grundy.

Brualdi e Pless (1993) generalizaram esses resultados no caso binario para um
ordenamento mais geral que o ordenamento lexicografico padrdo, ao qual chamaram de
ordenamento B. A prova de Levenshtein da linearidade dos cédigos greedy ainda ndo era
conhecida por eles, entdo Brualdi e Pless provaram essa linearidade como um resultado

imediato do teorema do homomorfismo.

Tem grande importancia o estudo dos algoritmos greedy, generalizacdo dos algoritmos
lexicograficos, pois eles também produzem codigos muito bons, sendo esses codigos lineares.
O algoritmo greedy ¢ usado para problemas de otimizagdo e tipicamente executa uma
seqiiéncia de passos, com um conjunto de escolhas a cada etapa. Ele sempre escolhe a melhor
op¢do para o momento, tomando uma solucdo otima local e esperando que esta o leve a uma
solugdo oOtima global. A escolha feita por esse algoritmo pode depender das escolhas

anteriores, mas nao depende das futuras.

Os codigos greedy sao codigos gerados pela aplicagdo de um algoritmo greedy em

vetores arranjados em um ordenamento chamado de ordenamento B. Para cada vetor ¢
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assinalado um tnico inteiro nao nulo chamado de valor-g. Todos os possiveis vetores com um
dado tamanho s@o organizados em uma tabela de acordo com seus valores-g. A aplicacdo dos
algoritmos greedy requer certo tipo de ordenamento nas escolhas, sendo que aplicaremos o

algoritmo na escolha de arranjos de acordo com o ordenamento 5.

Quando o primeiro vetor em uma lista tendo uma dada propriedade ¢ selecionado, o
algoritmo continua recursivamente, até que a lista termine. O problema ¢ maximizar o nimero
de vetores em um codigo. O uso do algoritmo greedy para gerar codigos € especialmente
atrativo devido a sua forma natural de produzir c6digos com uma dada distdncia minima. Os
vetores sdo arranjados em uma ordem e cada vetor ¢ analisado de forma a ser aceito ou
rejeitado de acordo com sua distdncia aos outros vetores ja escolhidos. O ordenamento
escolhido para a geragdo dos codigos greedy ¢ muito importante. E facil construir
ordenamentos que nao produzam codigos lineares ou que produzam codigos relativamente
ruins. Um tipo de ordenamento que sempre produz codigos lineares é exatamente o

ordenamento B.

Os codigos greedy em Conway e Sloane (1986) tém as n-uplas binarias listadas em

uma ordem lexicografica. Em particular os lexicodes sdo codigos lineares. Para

n=2"-1, 4.1
onde r ¢ o nimero de bits redundantes e d = 3 os lexicodes sdo os codigos de Hamming e para
n =23 e d="7 sdo os codigos de Golay binarios. Para o desenvolvimento do algoritmo greedy
usaremos algumas notagdes. Usamos © para designar a adi¢do de vetores binarios. Entio,
para os inteiros a e b, a © b é a soma entre eles como vetores binarios. Por exemplo, 12 © 5
=9, ja que (1,1,0,0) © (0,1,0,1) = (1,0,0,1). Note-se que para os inteiros a ¢ b, a < b é
equivalente a declaracdo de que a vem antes de b na ordem lexicografica de seus valores na

base 2.



4.1 Ordenamento lexicografico padrdo 16

4.1 Ordenamento lexicogréafico padrao

Seja B uma base ordenada by,b,,...,b, de F}' . B induz um ordenamento de vetores de

F} definido recursivamente como se segue: seja Vyp= {(0,0,....,0)} e V; :<b1,...,b,.> ,onde i =

1,2,...,n, 0 subespaco de F} relacionado aos vetores { b1,b,....b;}. Supondo que os vetores em

i-1 ~ . . o~
V.. foram ordenados como X1,X,...,Xm (m=2""), entdo temos a distribui¢do

vi=rv,Jeer,, (4.2)

1

e ordenamos os vetores em V; colocando os vetores Xj,Xa,...,.Xm seguidos pelos vetores bi ®

X1, bi ® X2 5.y ® Xm.

Ja que V, = F,' | isso define um ordenamento para os vetores de £> que se chama
ordenamento induzido por B, ou, como ja definimos, ordenamento B de Fy (BRUALDI,

PLESS, 1993). Para n = 3, o ordenamento B de F23 é
0,b,,b,,b, ®b,,b,,b, ®b,,b, ®b,,b, Db, Db, , 4.3)

onde b,,b,,b,fazem parte da base ordenada escolhida. Neste trabalho utilizaremos trés bases

ordenadas diferentes, que geram trés tipos de codigos lexicograficos também diferentes: a
base padrdo, a base Gray e a base complementar (BRUALDI, PLESS, 1993). Uma quarta

base definida por nos sera também proposta, a qual chamaremos de base alternada.
Trabalharemos primeiramente com a base ordenada padrio, que ¢ definida como b; =

(0,...,0,1), by, =(0,...,1,0),..., b, =(1,0,...,0). Nesse caso, o ordenamento B de F" & chamado

de ordem lexicografica padrio das n-uplas binarias. Seja B uma base ordenada de £2 ¢ d um

inteiro tal que 0<d <n _aplicando o algoritmo greedy para um ordenamento B de > nos
obtemos um coédigo C = C(B,d) que tem distdncia minima pelo menos d. Esse codigo ¢ o
codigo greedy lexicografico padrao de tamanho 7 e distancia d, ou também chamado /exicode
padrdo. O codigo lexicografico padrao ¢, portanto, um caso especial dos codigos greedy B,
formado por uma base ordenada lexicografica padrdo. Tomando outras bases ordenadas
diferentes, podemos obter outros tipos de codigo, que podem ter caracteristicas lexicograficas

ou nao.
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Supondo o cdédigo de tamanho n = 5 e distancia d = 3, a base ordenada lexicografica

padrdo sera, portanto, b; = (0,0,0,0,1), b, = (0,0,0,1,0), b; = (0,0,1,0,0), bs = (0,1,0,0,0), bs =
(1,0,0,0,0). Para gerarmos o ordenamento B de F e chegarmos as palavras-codigo de C
devemos seguir o seguinte algoritmo:

i) Escolhe-se o primeiro vetor da ordem B como o vetor nulo;

ii) Os proximos serdo b,,b,,b,®b,,b,,b,®b b, ®b,,b,®b,®b,b, em que 0s

AAAAAAA

primeiros 2" vetores da ordem sdo gerados usando os elementos da base B,
b,,b,,...,b_, e os proximos 2" vetores sio gerados adicionando b, aqueles vetores
jé produzidos em ordem. (AHMAD, 2005);

iif) Dada uma distancia minima d, escolhe-se um conjunto de vetores com o vetor zero
sendo o primeiro. Entdo, procura-se através dos vetores no ordenamento B e

escolhe-se o proximo que tem distdncia d ou mais para todos os vetores ja

escolhidos anteriormente;
iv) Repete-se iii) até encontrar todas as palavras-codigo.

Cddigos construidos por esse algoritmo se mostram 6timos ou quase 6timos, pois t€ém
dimensdes k sendo as maiores possiveis para um dado n € dmin, ou entre as maiores possiveis.
Outra caracteristica ¢ que esses codigos satisfazem o limite de Varshamove-Gilbert
(ACOSTA, VIEIRA, MARTINEZ, 2001), que diz que dado um n e um d, existe um cédigo

linear C de tamanho 7 ¢ distdncia maior que ou igual a d tal que

2n—1

e 44

Uma forma mais dindmica de organizar os vetores do ordenamento B e,

C| >

conseqiientemente, encontrar as palavras-codigo de C ¢ usar o que chamamos de valor-g.
Associamos a cada vetor do ordenamento B um valor-g, que ¢ um inteiro ndo negativo. Eles
podem também ser escritos como vetores binarios representando esses inteiros. Usaremos a
seguinte forma recursiva para acharmos os valores-g: cada vetor ¢ considerado em ordem e o
primeiro vetor, que ¢ o vetor nulo, tem assinalado 0 como seu valor-g, ou seja, g(0) = 0.
Entdo, se z, ¢ um vetor em consideragdo e x o conjunto de vetores no ordenamento B, entdo o

valor-g de z, é o menor inteiro ¢ tal que d(z,x)=d para todos os vetores x que satisfazem
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g(x) = t. Se ndo existe tal ¢, ¢ definido g(z,) como o menor inteiro que ndo esteja em
g(z1,22,...,zp.)) (BRUALDI, PLESS, 1993). Em outras palavras, seja o vetor z,, deve-se
computar a distancia dele para todos os que estdo acima dele. Achamos entdo todos os que
tém distancia menor que d para z, e guardamos os valores-g deles em uma lista. O g(z,) sera o
menor inteiro que nao esta nessa lista (AHMAD, 2005). Como exemplo, paran =5¢ d = 3,

apresenta-se a Tabela 4.1, com o ordenamento B e respectivos valores-g:

Tabela 4.1: ordenamento e valores-g partindo da base ordenada lexicografica padriao.

Ordem lexicografica Lista Valor-g do Palavra-
padriio de E; vetor codigo?
00000 - 0 Sim
00001 {0} 1
00010 {0,1} 2
00011 {0,1,2} 3
00100 {0,1,2} 3
00101 {0,1,3,3} 2
00110 {0,2,3,3,2} 1
00111 (1,2,332,1} 0 Sim
01000 {0,1,2,3} 4
01001 {0,1,3,2,4} 5
01010 {0,2,3,1,4,5} 6
01011 {1,2,3,0,4,5,6} 7
01100 {0,3,2,1,4,5,6} 7
01101 {1,3,2,0,4,5,7,7} 6
01110 {2,3,1,0,4,6,7,7,6} 5
01111 {3,2,1,0,5,6,7,7,6,5} 4
10000 {0,1,2,3,4} 5
10001 {0,1,3,2,5,5} 4
10010 {0,2,3,1,6,5,4} 7
10011 {1,2,3,0,7,5,4,7} 6
10100 {0,3,2,1,7,5,4,7} 6
10101 {1,3,2,0,6,5,4,6,6} 7
10110 {2,3,1,0,5,5,7,6,6,7} 4
10111 {3,2,1,0,4,4,7,6,6,7,4} 5
11000 {0,4,5,6,7,5,4,7,6} 1
11001 {1,45,7,6,54,6,7,1} 0 Sim
11010 {2,4,6,7,5,5,7,6,4,1,0} 3
11011 {3,5,6,7,4,4,7,6,5,1,0} 2
11100 {3,4,7,6,5,5,6,7,4,1,0,3} 2
11101 {2,5,7,6,4,4,6,7,5,1,0,2,2} 3
11110 {1,6,7,54,7,6,45,1,3,2,2,3} 0 Sim
11111 {0,7,6,5,4,6,7,4,5,0,3,2,2,3,0} 1
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As palavras-codigo a partir desse algoritmo sdo os vetores que tém seus valores-g
iguais a zero. Entdo, a partir da tabela acima podemos chegar a conclusdo que o codigo
lexicografico gerado da base ordenada lexicografica padrao de tamanho n = 5 e distancia

minima d =3 é C = {(0,0,0,0,0),(0,0,1,1,1),(1,1,0,0,1),(1,1,1,1,0)}.

Para diferentes valores de n, k e d, Ahmad (2005) assinalou algumas propriedades dos

valores-g:

1) Se uma palavra u tem o valor-g igual a 7, entdo G; consiste de todas as
palavras com valor-g igual a i. Cada palavra u com valor-g igual a 3 esta em
Gs.

i) Se u © v esta em C, ou seja, é uma palavra-codigo, entdo u e v tém o mesmo
valor-g.

iii) Se u ® v ndo esta em C, entdo u e v tém diferentes valores-g.

iv) O numero de palavras em cada G; ¢ o mesmo numero de palavras-codigo.

V) Se C tem dimensdo £, entdo existem exatamente 2" diferentes valores-g. Por
exemplo, no caso do coédigo que tem n =7, k=4 e d = 3, o nimero de
diferentes valores-g =2"*=8.

vi) g(u ® v) = g(u) + g(v) na expansio binéria dos valores-g.

vii) C D u ¢ o conjunto de palavras com valor-g igual ao valor-g de u.

Consideremos que m é o menor inteiro tal que g(z) < 2"-1 para todo z em £ .
Chama-se m de indice de uma dada ordem de F>" relativo a uma dada distancia d. Cada

. . . m ~
inteiro g(z) pode ser considerado um vetor em 5" tomando seu valor na base 2 e entio

incluindo 0’s a esquerda, se necessario, até o tamanho m. Por isso, podemos também

. . F}’l % Fnl .
considerar ¢ como um mapeamento g: 12 >, ou seja, transformamos os valores-g
inteiros obtidos através de um ordenamento B em vetores binarios. Nesse caso, ja que a ordem

natural dos inteiros ¢ a mesma que a ordem lexicografica dos seus vetores correspondentes em

m o~ . . .
FY", a definicio de g ser o menor significa ser o menor lexicograficamente.
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Pode ser conferido que o conjunto de todos os vetores com um valor-g igual ¢ um coset do

r 1 ’ . . 5 3
codigo C, como sera provado no Teorema 4.2. Isso significa que o mapeamento g: /> = F;
¢ um homomorfismo (em algebra, um homomorfismo ¢ uma aplicacdo que preserva uma dada

estrutura) com nucleo igual a C. Por isso, a matriz de paridade 3 x 5 sera
H =[g(es)g(e,)g(e;)g(e,)g(e)] , 4.5)

5 . .
e o valor-g de um vetor em £ ¢é a sua sindrome relativa a essa matriz (BRUALDI, PLESS,
1993). Uma caracteristica importante do ordenamento lexicografico padrao ¢ que, encontrada
a matriz H para o lexicode padrao C de tamanho » e distdncia minima d impar, entdo a matriz

de paridade para o lexicode padrao C’ de tamanho n + / e distancia minima d + [ é

0
H'= H :
0
8,01
85,41 o)
onde os 9; 3o escolhidos tal que cada coluna de H’ contém um nimero par de 1’s
(BRUALDI, PLESS, 1993).
A dimensao do codigo C ¢ encontrada através da formula
k =n—log,(max(g)+1) 4.7)

onde max(g) ¢ o maior inteiro atribuido a g. Vale salientar que os valores-g na matriz H sdo
tratados como vetores-coluna, nos quais as coordenadas menores correspondem as menores
poténcias de 2. No nosso exemplo, sendo es = (1,0,0,0,0), 4 = (0,1,0,0,0), e3 = (0,0,1,0,0), e,
=(0,0,0,1,0) e e; = (0,0,0,0,1) e verificando a Tabela 4.1, chegamos aos valores de g(es) = 5,
g(eq) =4, g(es) = 3, g(ez) = 2, g(e;) = 1. Transformando esses valores inteiros para os valores

bindrios de tamanho m, observa-se que a matriz H ¢ igual a

11000
H =|00110

10101 (4.8)
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A matriz de paridade H dos codigos greedy tem a caracteristica de ndo poder ser
reduzida a forma sistematica. Devido a isso, ndo ¢ trivial gerar a matriz G. Por essa razdo,
neste trabalho se escolheu a gera¢do da matriz G segundo Monroe (1994). Para ele, dadas as
palavras-codigo de C = {cy,...,cj...}, que sdo o conjunto de vetores com valores-g iguais a 0,
gerados pelo algoritmo greedy, entdo podemos afirmar que uma matriz G pode ser formada
tal que sdo escolhidos para suas linhas os vetores c;, onde j ¢ uma poténcia de 2. Esses vetores
formam uma base para o cddigo e qualquer vetor neste pode ser expresso como a soma desses
elementos-base. No nosso exemplo, como temos C =
{(0,0,0,0,0),(0,0,1,1,1),(1,1,0,0,1),(1,1,1,1,0)}., a matriz G sera formada por k palavras-

codigo, onde k = 2, que serdo as que estdo na posicdo 2° e 2!, considerando a posicdo do vetor

;_[oom
~l11001 | (4.9)

A prova de que esses vetores formam a base para o codigo C e que C ¢é um codigo

nulo sendo a posicdo 0, ou seja,

linear ¢ dada pelo Lema 4.1 e o Teorema 4.1.

Lema 4.1: Sejam u, v e w vetores bindrios. Seu <v © wev<u ® w, entdou ® v <
w. (MONROE, 1994). Obs.: dizer que u < v significa que u vem antes de v em um dado
ordenamento.

Demonstragdo: Primeiro consideraremos o ordenamento lexicografico padrdo. Seja u
<tV @ wev < u D w. Supomos que u e v ® w diferem a primeira vez na posi¢io x e
chamemos os valores das primeiras x — 1 posi¢des de u e v © w de U. Entdo, o valor da
posi¢do x de u sera 0 e o valor da posi¢io x de v © w sera 1. Sejam os valores das x — 1
primeiras posicdes de (v ® w) © w = v chamados de V. Os valores das primeiras x — 1
posicdes de u D w também serdo ¥, ja que v @ w e u ndo diferem nessas posi¢des. O valor
da posi¢io x de v serd 0 e o da posigdo x de u @ w sera 1, ja que v ® w e u diferem na
posicdo x e v <pey u D w. Entdo, u ® v terd os valores das suas primeiras x — 1 posi¢cdes
iguais a U © ¥V e 0 na posi¢io x. Mas w = u® u®w), entdo isso forga os valores das
primeiras x — 1 posi¢des de w serem U © Ve a posigio x ser 1. Isso, portanto, implica que u

® V <[ex W.
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Teorema 4.1: Seja B o ordenamento B de vetores de tamanho n e seja d uma distancia
escolhida. Seja C = {cy,...,c;...} o conjunto de vetores com valores-g iguais a zero, gerados
pelo algoritmo greedy, na ordem que foram escolhidos. Entdo C é um codigo linear

(MONROE, 1994).

Demonstragdo: Para provar a linearidade devemos mostrar que os ¢;, onde j ¢ uma
poténcia de 2, formam uma base para o cddigo C e que cada vetor no cddigo pode ser
expresso como a soma desses elementos base. A prova € por inducdo de k, onde k£ ¢ a
dimensdo do codigo gerado. O vetor 2% & escolhido e nés mostraremos que os proximos 2k
vetores sdo gerados em ordem adicionando-se o vetor 2 a cada vetor previamente escolhido

~ . , . . i
na ordem em que estdo. Assume-se que isso ¢ verdade para os primeiros 2° vetores gerados.

Entdo {€os»Cy_}é um codigo linear tendo como base {CpseesCoan}  Isso leva a:

Cy,, =€ Do, para 0<r<2*. (4.10)
Parar =0, isso ¢ trivial. Assumindo que » > 0, e que r € o primeiro inteiro tal que:
Cp,, #Cu D (4.11)
entao

d(cy,, Bey,c)=dey .y ®c))=dley 0 ))2d para 0<j<r,  (4.12)

assumindo o fato que €., € escolhido para o codigo, ele deve ter distancia d ou mais para os

outros elementos do codigo. Isso significa que:

¢, <cy, ®c, , (4.13)
ja que pela Equagdo 4.11, €, D¢, ndio € 0 r-ésimo vetor escolhido.
Similarmente,

d(c,, ®c,,c;)=d(c,, ,c.®c;)=d(c,, ,c,®j)>d,para0Sjs 2k 1, (4.14)

o que implica

cp<cy, ®c, (4.15)
Finalmente,

d(c, ®c,,c;)=d(c, ®c;,c,)>d, para 2F<j<2 4r, (4.16)
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d(c, ®c,,c,)=d(c,,c,®j)>d,para j<2" . (4.17)

2/: 2/: >

Isso significa que:

Czk+r < Cz*’ ® Cr' . (418)
Tomadas juntas, as equagdes 4.13, 4.15 e 4.18 contradizem o Lema 4.1. Entdo confirmamos a

Equacdo 4.10 e o teorema ¢é provado. =

O Teorema 4.2 implica que os valores-g dos vetores determinam os cosets do codigo e

vice-versa.
Teorema 4.2: Seja v um vetor que é o primeiro a ocorrer no ordenamento B com um
dado valor-g igual a g e seja C = {cy,...,c;...}. Entdo {V®CO"“’V®C_1‘"“} é a lista completa

dos vetores com valor gigualage V+¢ <V D, quando i < j. (MONROE, 1994)

Demonstragdo: O teorema ¢ verdadeiro para o conjunto de vetores com valor-g igual a
zero, ja que esses sao vetores do codigo e v serd o vetor nulo. Assuma que o teorema ¢ valido
para todos os valores-g que sdo menores que g € seja v o vetor com valor-g igual a g que

ocorre primeiro no ordenamento B. E necessario que provemos duas declaragdes:
i) v®<¢;¢ o i-ésimo vetor na ordem com valor-g igual a g (comegando com i = 0);

ii) Todos os vetores que tém valor-g igual a g sdo da forma v De, | para algum ;.

Uma vez provadas, i) e ii) sdo suficientes para provar o teorema para o valor-g igual a

Prova da declaragio i): por indugdo em i, V®C ¢ certamente o 0-ésimo vetor no
ordenamento B com valor-g igual a g, ja que € ¢é o vetor nulo. Seja v ®Dc; o j-ésimo vetor na
ordem com valor-g igual a g para j < i. Devemos mostrar que v®c;¢ o i-ésimo vetor na

ordem com valor-g igual a g. Se o valor-g de vOc¢ p < g, entdo a hipotese de inducdo dos

valores-g implica que os vetores com valor-g igual a # formam um coset, entdo o valor-g de
v e D¢ também é h. Mas VO D¢ =y que ja tem o valor-g igual a g, o que nos leva a

uma contradi¢do. Entdo, o valor-g de Y@ ¢; ndo é menor que g. Observemos que

d(v®c,v®c;)=d(v,v®c ®c,;)=wi(c @cj)zd, (4.19)
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entdo VO se diferencia de todos os vetores previamente escolhidos com valor-g igual a g
por pelo menos a distancia d. Isso significa que a unica forma de vO<¢; nio ser o i-ésimo

vetor com valor-g igual a g é se existisse um vetor entre v Dc e vOC tendo valor-g igual a

g. Assuma que tal vetor existe e pode ser expresso como V®u  para algumu e
vOu<v®ec, | (4.20)
Agora,

d(c;,u)=d(v®c;,v®u)2d paratodoj<i. (4.21)

Mas u ndo é o e-ésimo escolhido para estar no codigo, entdo ¢ <% . Conseqlientemente,
¢, <(vOu)dv. (4.22)
As Equagdes 4.20 e 4.22 implicam

(vOu)®c¢, <v (4.23)

pelo Lema 4.1. Isso significa que VO u® ¢ tem valor-g igual a /1 < g, j que se v é o primeiro
no ordenamento B com valor-g igual a g todos que ocorrem antes dele t€m valor-g menor que
g. Mas pela hipoétese de inducdo dos valores-g (que determina que qualquer conjunto de

elementos compreendendo todos os vetores com valores-g menores que g sdo o coset de um

codigo), VO U D ¢ tem o mesmo valor-g que (vOuUBC)®c, =vOu ¢ esse valor-g assume-se

que ¢ igual a g. Chegamos ent3o a uma contradi¢do, entdo a declaragdo 1) é provada e mostra-

se que Y ®¢;6 0 i-ésimo vetor na ordem com valor-g igual a g.

Prova da declaracdo ii): Seja w um vetor com valor-g igual a g. Se w ndo ¢ da forma

v, entdo w deve ocorrer depois de v, para todos os € do codigo, entdo

dw®v,c)=d(w,v®¢)2d (4.24)

para todos os € do coédigo, ja que todos os vO¢ tem valor-g igual a g. Entdo, W®V tem

valor-g igual a zero, por isso esta no codigo. Isso significa que
wdv=c, (4.25)

para algum je W=v®i Isso prova a declaragdo ii) e termina a prova do Teorema 4.2.
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Para formarmos a tabela de coset para o algoritmo greedy, que sera usada na
decodificagdo da mensagem, devemos encontrar os lideres de coset, como definido na Secao
3.3. No nosso algoritmo desenvolvido no Matlab®, a fungdo syndtable encontra os lideres de
coset de cada linha. Podemos entdo formar nossa tabela de coset utilizando essa fungao e os
vetores que geramos anteriormente para a base ordenada lexicografica padrao. Como provado

no Teorema 4.2, para organizarmos todos os vetores nas linhas de coset basta colocarmos na
primeira linha as palavras-codigo e, chamando os lideres de coset de €, preenchemos a linha

somando esses ¢ a cada palavra-codigo.

Tabela 4.2: cosets do codigo lexicografico padrdo paran=5ed = 3.

Palavras-codigo
00000 00000 00111 11001 11110
o 00001 00001 00110 11000 11111
o 00010 00010 00101 11011 11100
3 00100 00100 00011 11101 11010
z§ 01000 01000 01111 10001 10110
§= 10000 10000 10111 01001 01110
o 10100 10100 10011 01101 01010
10010 10010 10101 01011 01100
Lider do
coset

Para codigos com tamanho 7 pequeno, ha uma grande semelhanca entre as matrizes H
e G e, conseqiientemente, entre as palavras-codigo. Entretanto, devido a inviabilidade de
apresentar tabelas para tamanhos n grandes, iremos nos ater nas outras secdes, COmo
exemplos, aos codigos (5,2,3). Para darmos uma nogdo da diferenga entre os codigos com
tamanhos maiores, em cada secdo subseqiiente apresentaremos as matrizes H e G para o
codigo (8,4,4), que sera um dos codigos utilizados no Capitulo 5 para comparagdo entre eles.
Para o ordenamento lexicografico padrdo, teremos as matrizes H e G conforme a Equacdo

4.26 ¢ Equacdo 4.27 para o codigo (8,4,4).

11110000
/| 11001100
“l10101010| - (4.26)

01101001
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00001111
B 00110011

01010101 (4.27)
10010110

4.2 Ordenamento lexicografico Gray

Nessa secdo continuaremos nossa discussdo com os codigos greedy de base ordenada

lexicografica Gray, ou seja, lexicodes com respeito a uma base Gray de £ . Ela é da seguinte
forma: b; = (0,...,0,1), b, = (0,...,0,1,1),..., b, = (1,1,0,...,0). Para n =5 e d = 3, temos a base
ordenada Gray como sendo b; = {0,0,0,0,1}, b, = {0,0,0,1,1}, b3 = {0,0,1,1,0}, b, =

{0,1,1,0,0} e b5 = {1,1,0,0,0}. Aplicando o algoritmo gerado no Matlab® encontramos o0s

seguintes vetores e seus valores-g inteiros ¢ binarios, chegando ao mesmo resultado

encontrado em Brualdi e Pless (1993).

Tabela 4.3: ordenamento e valores-g partindo da base ordenada lexicografica Gray.

Ordem lexicografica Gray Valor-g inteiro Valor-g binario Palavra-
de B codigo?
00000 0 000 Sim
00001 1 001
00011 2 010
00010 3 011
00110 1 001
00111 0 000 Sim
00101 3 011
00100 2 010
01100 4 100
01101 5 101
01111 6 110
01110 7 111
01010 5 101
01011 4 100
01001 7 111
01000 6 110
11000 1 001
11001 0 000 Sim
11011 3 011
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11010 2 010
11110 0 000 Sim
11111 1 001
11101 2 010
11100 3 011
10100 5 101
10101 4 100
10111 7 111
10110 6 110
10010 4 100
10011 5 101
10001 6 110
10000 7 111
O codigo C para este ordenamento é, portanto, C =

{(0,0,0,0,0),(0,0,1,1,1),(1,1,0,0,1),(1,1,1,1,0)}, o mesmo que na Secdo 4.1. Isso nem sempre
acontece. Para codigos com dmin e n maiores ha mudangas nas palavras-codigo. Assim como
na Sec¢do 4.1 o valor maximo do valor-g ¢ 7 e n = 5, entdo k£ = 2. Analisando a Tabela 4.3
podemos visualizar que, na base 2, g(es) = 111, g(es) = 110, g(e3) = 010, g(ez) = 011, g(e;) =
001. Entao,

11000
H=|11110

10011 |- (4.28)

A matriz G também pode ser gerada escolhendo para suas linhas as palavras-codigo de

posicao 20 21, como visto na Secdo 3.1, entdo,
{001 1 1}
G =
11001 |. (4.29)

E finalmente, podemos gerar a tabela de coset para este ordenamento.
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Tabela 4.4: cosets do codigo lexicografico Gray paran=5ed = 3.

Palavras-cadigo
00000 00000 00111 11001 11110
o 00001 00001 00110 11000 11111
o 00100 00100 00011 11101 11010
S 00010 00010 00101 11011 11100
z§ 10010 10010 10101 01011 01100
3 10100 10100 10011 01101 01010
o 01000 01000 01111 10001 10110
10000 10000 10111 01001 01110
Lider do
coset

Para o codigo (8,4,4) gerado pelo ordenamento lexicografico Gray, teremos as
matrizes G ¢ H conforme a Equacdo 4.30 e Equagdo 4.31, que sdo diferentes das geradas para
o codigo (8,4,4) do ordenamento lexicografico padrao, o que também ocorrera com os outros

ordenamentos apresentados.

11110000

00111100

H:
01100110 | - (4.30)

11111111

00001111

00110011

G:
01100110 | - (4.31)

11000011

4.3 Ordenamento lexicogréfico complementar

Nessa terceira secdo abordaremos os codigos greedy de base complementar, ou seja,

lexicodes com respeito a uma base complementar de £ . Ela é da seguinte forma: b, =
0,...,0,1), b, = (0,...,0,1,1),..., b, = (1,1,1,...,1). Para n =5 e d = 3, temos a base ordenada
complementar como sendo b; = {0,0,0,0,1}, b, = {0,0,0,1,1}, b; = {0,0,1,1,1}, b, =
{0,1,1,1,1} e bs = {1,1,1,1,1}. Aplicando o algoritmo gerado no Matlab® encontramos os

seguintes vetores e seus valores-g inteiros e binarios:
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Tabela 4.5: ordenamento e valores-g partindo da base ordenada lexicografica complementar.

Ordem lexicografica Valor-g inteiro Valor-g binario Palavra-
complementar de F; c6digo?
00000 0 000 Sim
00001 1 001
00011 2 010
00010 3 011
00111 0 000 Sim
00110 1 001
00100 2 010
00101 3 011
01111 4 100
01110 5 101
01100 6 110
01101 7 111
01000 4 100
01001 5 101
01011 6 110
01010 7 111
11111 1 001
11110 0 000 Sim
11100 3 011
11101 2 010
11000 1 001
11001 0 000 Sim
11011 3 011
11010 2 010
10000 5 101
10001 4 100
10011 7 111
10010 6 110
10111 5 101
10110 4 100
10100 7 111
10101 6 110
o codigo C para este ordenamento é, portanto, C =

{(0,0,0,0,0),(0,0,1,1,1),(1,1,1,1,0),(1,1,0,0,1)}, 0 mesmo que na Secdo 4.1 mas com a ordem
trocada. Como dito na Se¢do 4.2 isso nem sempre acontece. Para codigos com dmin e n
maiores ha mudancas nas palavras-codigo. Assim como na Secdo 4.1 o valor maximo do
valor-g ¢ 7 e n =5, entdo k = 2. Analisando a Tabela 4.5 podemos visualizar que, na base 2,

gles) = 101, g(eq)) = 100, g(es) = 010, g(e;) = 011, g(e;) = 001. Entao,
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11000
H=|00110

10011 (4.32)

A matriz G também pode ser encontrada como visto na Se¢ao 3.1, entdo,
00111
G=
11110 . (4.33)

Tabela 4.6: cosets do codigo lexicografico complementar paran=5e d = 3.

Palavras-codigo
00000 00000 00111 11110 11001
o 00001 00001 00110 11111 11000
o 00100 00100 00011 11010 11101
S 00010 00010 00101 11100 11011
3 01000 01000 01111 10110 10001
'(': 10000 10000 10111 01110 01001
o 10010 10010 10101 01100 01011
10100 10100 10011 01010 01101
Lider do
coset

Para o codigo (8,4,4) gerado pelo ordenamento lexicografico complementar, teremos

as matrizes G ¢ H conforme a Equacdo 4.34 ¢ Equagdo 4.35.

11110000
/| 11001100
“lot1100110 |- (4.34)

11000011

00001111
. _|oo111100
~lo1100110 | - (4.35)

11111111
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4.4 Ordenamento lexicografico alternado

Nessa quarta secdo abordaremos um novo codigo greedy, com uma base definida por
nos baseados na definicdo dada por Brualdi e Pless (1993). Chamamos essa nova base de base
ordenada lexicografica alternada, ou seja, geramos /exicodes com respeito a uma nova base de
F) Elaé gerada da seguinte forma: b; = (0,...,0,1), b, = (0,...,0,1,0),..., by = {0,...,1,0,1} ,...,
b, = (1,0,1,0,...,0). Para n = 5 ¢ d = 3, temos a base ordenada alternada como sendo b; =
{0,0,0,0,1}, b, = {0,0,0,1,0}, b = {0,0,1,0,1}, bs = {0,1,0,1,0} e bs = {1,0,1,0,0}. Aplicando o
algoritmo gerado no Matlab® encontramos os seguintes vetores € seus valores-g inteiros e

binarios.

Tabela 4.7: ordenamento B e valores-g partindo da base ordenada lexicografica alternada.

Ordem lexicografica complementar de Valor-g Valor-g Palavra-
E inteiro binario codigo?
00000 0 000 Sim
00001 1 001
00010 2 010
00011 3 011
00101 2 010
00100 3 011
00111 0 000 Sim
00110 1 001
01010 4 100
01011 5 101
01000 6 110
01001 7 111
01111 6 110
01110 7 111
01101 4 100
01100 5 101
10100 4 100
10101 5 101
10110 6 110
10111 7 111
10001 6 110
10000 7 111
10011 4 100
10010 5 101
11110 0 000 Sim
11111 1 001
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11100 2 010
11101 3 011
11011 2 010
11010 3 011
11001 0 000 Sim
11000 1 001
O codigo para este ordenamento é, portanto,

{(0,0,0,0,0),(0,0,1,1,1),(1,1,1,1,0),(1,1,0,0,1)}, mais uma vez o mesmo que na Secdo 4.1 mas

com a ordem trocada. Como dito nas segdes anteriores isso nem sempre acontece. Para

codigos com dmin ¢ n maiores ha mudancas nas palavras-codigo. Assim como na Se¢do 4.1 o

valor méaximo do valor-g ¢ 7 e n =5, entdo k= 2. Analisando a Tabela 4.7 podemos visualizar

que, na base 2, g(es ) =111, g(eq ) = 110, g(e3 ) =011, g(e, ) =010, g(e; ) = 001. Entéo,

11000

H=|11110

10101

A matriz G também pode ser encontrada como visto na Se¢do 4.1, entdo,

00111
G=
{11110]

Por ultimo, podemos gerar a tabela de coset para este ordenamento.

Tabela 4.8: cosets do codigo lexicografico alternado paran=15 e d = 3.

(4.36)

(4.37)

Palavras-cddigo

00000 00000 00111 11110 11001
o 00001 00001 00110 11111 11000
& 00010 00010 00101 11100 11011
5 00100 00100 00011 11010 11101
z§ 10100 10100 10011 01010 01101
3 10010 10010 10101 01100 01011
o 01000 01000 01111 10110 10001
10000 10000 10111 01110 01001
Lider do
coset



4.4 Ordenamento lexicografico alternado 33

Para o codigo (8,4,4) gerado pelo ordenamento lexicografico proposto por nos,

teremos as matrizes G e H conforme a Equacdo 4.38 e Equacao 4.39.

11110000

00111100

H:
10101010 | - (4.38)

01010101

00001111

00111100

G-
01010101 |- (4.39)

10100101

Ao final, considerando os ordenamentos lexicograficos padrao, Gray, complementar e
alternado, podemos apresentar uma tabela comparativa entre as dimensdes destes trés
ordenamentos, dados alguns valores especificos de n e d. Devido a falta de processadores
mais potentes, s6 pudemos constatar a veracidade da tabela apresentada por Brualdi e Pless
(1993) até os valores de n = 14. Por isso, ndo podemos afirmar que para o ordenamento

lexicografico alternado, proposto por nds, as dimensdes sejam a partir desse # sejam iguais as

da Tabela 4.9.

Tabela 4.9: comparagdo entre as dimensdes dos ordenamentos lexicograficos padrao, Gray,

complementar e alternado para n <26 (BRUALDI, PLESS, 1993).

n:d 4 6 8 10 12
4 1 0 0 0 0
5 1 0 0 0 0
6 2 1 0 0 0
7 3 1 0 0 0
8 4 1 1 0 0
9 4 2 1 0 0

10 5 2 1 1 0
11 6 3 1 1 0
12 7 4 2 1 1
13 8 4 2 1 1
14 9 5 3 1 1
15 10 6 4 2 1
16 11 7 5 2 1
17 11 8[7] 5 2 1
18 12 9[8] 6 3 2
19 13 9 7 3 2
20 14 10 8 4 2
21 15 11 9 5 3
22 16 12 10 5 3
23 17 13(12) 11 6 4
24 18 13 12 7(6)[6] 5
25 19 14 12 7 5
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Os numeros entre parénteses sdo as dimensodes do ordenamento lexicografico padrao
quando esse difere das dimensdes do ordenamento Gray e os numeros entre colchetes sdo as
dimensdes do ordenamento complementar quando esse difere das dimensdes do ordenamento
Gray. O que no6s podemos afirmar analisando a tabela e baseando a qualidade dos nossos
codigos pela sua dimensdo é que os codigos gerados pelo ordenamento Gray sdo pelo menos
tdo bons quanto os gerados pelo ordenamento lexicografico padrdo e com uma exce¢do sdo
pelo menos tdo bons quanto o codigo complementar. Ja o codigo gerado pelo ordenamento
complementar ¢ as vezes melhor e as vezes pior que o codigo gerado pelo ordenamento
lexicografico padrdo. Para os codigos gerados pelo ordenamento alternado até » = 14 ndo se
notou nenhuma diferenca de dimensédo entre ele ¢ os demais, ndo podendo ser afirmado que

isso se repetird para n maiores.

4.5 Ordenamento lexicogréfico classificado e classificado reverso

Nessa secdo usaremos uma abordagem diferente, baseada no ordenamento
lexicografico padrdo, chamada de ordenamento lexicografico classificado. O numero de
palavras-codigo geradas por esse ordenamento ¢ geralmente maior ou igual ao numero de
palavras-codigo criadas com os mesmos pardmetros usados no ordenamento lexicografico

padrdao (ACOSTA, VIEIRA, MARTINEZ, 2001).
Para o ordenamento lexicografico classificado, dados quaisquer x ¢ y vetores binarios

n .
pertencentes a £ , dizemos que x > y se wt(x) > wi(y), ou se para wt(x) = wt(y) o valor
inteiro de x € maior que o valor inteiro de y, com respeito ao nimero binario que cada vetor

representa. Exemplo: o ordenamento lexicografico classificado de todas as palavras

5 . P 5
pertencentes a£% ¢ mostrado na Figura 4.1 na matriz a esquerda. Um codigo greedy para n =
5 e d =3 criado com o algoritmo desenvolvido por nds no Matlab® ¢ representado na matriz

a direita.



4.5 Ordenamento lexicogrdfico classificado e classificado reverso 35
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Figura 4.1: ordenamento lexicografico classificado.

Pode-se notar que a matriz gerada com esse ordenamento ¢ idéntica a matriz gerada
pelo ordenamento lexicografico padrdo. Isso ndo ¢ verdade para todos os casos, mas uma
similaridade particular entre os parametros usados para gerar os codigos para os dois
ordenamentos leva a uma conjectura interessante que sera apresentada posteriormente de

forma rapida.
Para o ordenamento lexicografico classificado reverso, dado quaisquer x e y vetores

binarios pertencentes a £ , dizemos que x > y se wt(x) > wi(y), ou se para wi(x) = wi(y) entio
o resultado de x — y (computados com a aritmética comum, ndo em modulo 2) tém o elemento

ndo-nulo mais a direita negativo. Exemplo: o ordenamento lexicogréafico classificado reverso

de todas as palavras pertencentes aF, & mostrado na matriz a esquerda, da Figura 4.2. Um
codigo greedy paran =5 e d =3 criado com o algoritmo desenvolvido por nés no Matlab® é

representado na matriz a direita.
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 0
1 0 1 0 0
1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 1 - 1 1 0 0 1
0 1 0 1 1 1 1 1 1 0
0 1 1 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 0 0 1
1 1 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0
1 1 1 1 1

Figura 4.2: ordenamento lexicografico classificado reverso.

Aqui, mais uma vez, a mesma matriz ¢ apresentada, apesar de ter uma pequena
mudanga na forma como as palavras sdo escolhidas ao se criar o codigo. Mais uma vez

esclarecemos que isso ndo acontece para todos os ordenamentos.

Ao examinarmos os codigos greedy criados com o ordenamento lexicografico padrao
e com esses dois novos ordenamentos, algumas similaridades aparecem nas palavras-codigo
geradas separadamente em cada um. Muitos valores de n e d criam codigos que contém
exatamente o mesmo numero de palavras. Mesmo quando esse € o caso, as vezes ocorre que
as mesmas palavras-codigo sdo iguais entre os codigos, apesar de elas terem sido geradas num
ordenamento diferente. Quando ha diferengas no numero de palavras que estdo no codigo, €
aparente que os ordenamentos que examinam os pesos das palavras primeiro (lexicografico

classificado e classificado reverso) tendem a produzir mais palavras-codigo para a maioria
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dos valores de n e d, pelo menos para n <14 (excluindo n = 12 com d = 6) e n = 16,17,18

com d =9 (ACOSTA, VIEIRA, MARTINEZ, 2001).

A Tabela 4.10 mostra relagdes importantes entre os parametros em cada ordenamento.
A coluna CRev representa o numero de palavras-codigo geradas com o algoritmo greedy para
o ordenamento lexicografico classificado reverso. Similarmente, as colunas Lex e CLex
representam o numero de palavras-codigo para o ordenamento lexicografico padrdo e para o
lexicografico classificado, respectivamente. A coluna SPB representa o limite sphere packing,
que indica o nimero maximo de palavras-codigo que um cddigo com um dado tamanho n e

distancia minima de Hamming d, onde d =2t + 1 ou d = 2t + 2, pode conter. Esse valor ¢ dado

pela Equagdo 4.40:

C|<

(OMJU (440

Tabela 4.10: CRev, Lex, GLex e SPB para 2 <d <5 (ACOSTA, VIEIRA, MARTINEZ, 2001).

(n,d) | CRev | Lex | GLex | SPB
4,2) 8 8 8 16
(5,2) 16 16 16 32
(6,2) 32 32 32 64
(7,2) 64 64 64 128
(8,2) 128 128 128 | 256
(5,3) 4 4 4 5
(6,3) 8 8 8 9
(7,3) 16 16 16 16
(8,3) 16 16 16 28
9,3) 32 32 32 51
(10,3) | 64 64 64 93
(11,3) | 128 128 128 171
(15,3) | 2048 | 2048 | 2048 | 2048
(6,4) 4 4 4 9
(7,4) 8 8 8 16
(8,4) 16 16 16 28
9,4) 16 16 16 52
(10,4) | 32 32 32 93
(11,4) | 64 64 64 171
(12,4) | 128 128 128 | 315
(13,4) | 256 | 256 | 256 | 585
(14,4) | 512 512 | 512 | 1092
(15,4) | 1024 | 1024 | 1024 | 2048
(16,4) | 2048 | 2048 | 2048 | 3855
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A Tabela 4.10 mostra que, para esses n € d, os codigos greedy gerados com esses
ordenamentos tém todos os mesmos numeros de palavras-cédigo e que, além disso, contém
exatamente as mesmas palavras-codigo (embora em ordem diferente). Isso, entretanto, ndo €

verdade para todos os valores de n e d, como mostrado na Tabela 4.11.

Tabela 4.11: CRev, Lex, GLex e SPB para 4 <d <10 (ACOSTA, VIEIRA, MARTINEZ, 2001).

(n,d) | CRev | Lex | GLex | SPB
(7,5) 2 2 2 4
(8,5) 4 4 4 7
(9,5) 6 4 6 11
(10,5) 12 8 12 18
(11,5) 12 16 24 31
(12,5 | 25 16 24 52
(13,5 | 33 32 40 89
(14,5) | 54 64 67 155
(15,5 | 97 128 | 103 | 271
(16,5) | 164 | 256 | 164 | 478
(17,5) 851
(9,6) 4 4 4 11
(10,6) 6 4 4 18
(11,6) 12 8 8 31
(12,6) 12 16 12 52
(13,6) | 25 16 20 89
(14,6) | 34 32 33 155
(15,6) | 54 64 56 271
(16,6) | 97 128 | 95 478
(17,6) | 164 | 256 | 156 | 851
(11,7) 4 4 4 9
(12,7) 4 4 4 14
(13,7) 8 8 8 22
(14,7) 16 16 16 35
(15,7) | 32 32 32 57
(16,7) | 32 32 32 94
(17,7) | 64 64 64 157

(12,8) | 4 4 | 4 14
(13,8) | 4 4 | 4 | 2
(148) | 8 8 8 | 35
(158) | 16 | 16 | 16 | 57
(149) | 4 4 | 4 11
(159) | 4 4 | 4 17
(16,9) | 6 4 6 | 26
(17,9) | 8 8 | 10 | 41
(189 | 20 | 8 | 20 | 65
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Os resultados da Tabela 4.10 e da Tabela 4.11 revelam algumas caracteristicas dos
codigos apresentados. Por exemplo, o codigo gerado com n = 7 e d = 3 para os trés
ordenamentos examinados ¢ o codigo de Hamming, que ¢ um codigo perfeito, ou seja, o
nimero de palavras-codigo ¢ igual ao limite sphere-packing. Também pode ser confirmado
que o codigo gerado para n = 15 e d = 3 com o ordenamento lexicografico padrio tem essa

mesma propriedade e 0 mesmo acontece para os outros dois ordenamentos.

Comparando o numero de palavras geradas pelos algoritmos para alguns exemplos
também se criam casos unicos quando #n =12 com d = 6 e quando n =15, 16, 17 com d =5, 6.
Nesses casos o numero de palavras geradas pelo ordenamento lexicografico padrao ¢ maior
que o numero de palavras nos outros dois ordenamentos. Entretanto, foi encontrado que para
n =16, 17, 18 e d = 9 os ordenamentos lexicograficos classificado e classificado reverso
geram mais palavras que o ordenamento lexicografico padrao. Também foi analisado que
codigos gerados com distdncias minimas que sdo poténcias de 2 geram exatamente as mesmas
palavras-codigo para o ordenamento lexicografico padrdo e para o lexicografico classificado.
Além disso, as matrizes geradoras para esses dois ordenamentos, criados com distancia d e

que sdo poténcias de 2, consistem exclusivamente de linhas com peso d.

4.6 Cédigos (2™, M+1, 2M™1), com M > 3, usando blocos lexicograficos

Outra abordagem dos codigos lexicograficos foi definida por Alencar e Giraudo

2M'1

(2007), na qual foram gerados codigos (2", M+1, ) usando blocos lexicograficos.

Definicdo 4.1: Um bloco lexicogrdfico é uma matriz geradora de um codigo com

PSR . M-1
distancia minima de Hamming d = 2

, tal que, M > 3, construida lexicograficamente a
partir do vetor (0 | 19 = (00...0011...11), de d zeros e d uns, onde o peso de Hamming e a
distancia euclidiana entre os seus vetores linha, tomados dois a dois, sdo iguais a d.

(ALENCAR, GIRAUDO, 2007)

Escolheu-se como parametro no trabalho em questdo M = 3, gerando entdo o codigo

(8,4, 4), que tem a sua matriz geradora G disposta conforme a Equacao 4.41.

Essa matriz ¢ construida a partir do vetor (0* | 1*) = (00001111), mediante a escolha de
vetores linearmente independentes, considerando uma lexicografia na qual esses vetores

possuem a mesma distancia de Hamming, dois a dois.
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Como propriedade fundamental tem-se que a distancia maxima da matriz G ¢ igual a
sua distdncia minima d. Além disso, essa nova construcao lexicografica permite que todos os
vetores geradores da matriz G se encontrem, dois a dois, a mesma distdncia euclidiana.

(ALENCAR, GIRAUDO, 2007).

00001111

00110011

G:
01010101 | - (4.41)

10011001

Cada bloco lexicografico que da origem a uma matriz geradora, da origem a outro
bloco lexicografico que ¢ matriz geradora para outro codigo em seqiiéncia. A matriz B da
Equagdo 4.42 ¢ o bloco lexicografico que da origem a G, na Equacdo 4.41. Nesse caso a
matriz G na Equagdo 4.41 ¢ um bloco lexicografico, ¢ dessa forma pode-se obter uma nova
matriz geradora N, como definida na Equagdo 4.43, do codigo C (16, 5, 8). (ALENCAR,
GIRAUDO, 2007).

0011

B=10101} (4.42)
1001

[0000000011111111]
0000111100001111
N =]0011001100110011 | . (4.43)
0101010101010101
11001100110011001 |

Podemos perceber que Alencar e Giraudo (2007) chegaram a um resultado
interessante. As matrizes G ¢ N quando multiplicadas pelas suas transpostas ddo como valor
de retorno a matriz nula, ou seja, GG' = 0 ¢ NN' = 0. Como, por defini¢io, para codigos de
bloco, GH' = 0, podemos chegar a conclusio que a matriz de paridade H ¢é igual a matriz
geradora G para o codigo (8,4,4) gerado por essa construcdo. O mesmo ja ndo pode ser
afirmado para a matriz geradora N do cédigo (16,5,8), pois apesar de NN' = 0, a dimenséo de
N ¢é (16,5), diferente da dimensdo da matriz de paridade para esse codigo que deve ser

(11,16).
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4.7 Codigos lexicograficos desenvolvidos por Trachtenberg (2002)

Trachtenberg (2002) desenvolveu uma forma diferente de gerar os codigos
lexicograficos das que eram conhecidas na literatura, a qual ele chamou de construcio
lexicografica. Em suma ela ¢ um caso especial dos algoritmos greedy definidos por Brualdi e
Pless (1993), com a diferenca que alguns limites sdo dados para facilitar a constru¢do, como o
raio de cobertura.

Toma-se primeiramente o conjunto S = {0} e adiciona, até a exaustdo, o vetor que € o
primeiro lexicograficamente a ter a distancia de Hamming para S pelo menos igual a d.
Assim, pode-se descrever completamente um lexicode de dimensdo k encontrando-se k

vetores-base (que sdo chamados de geradores) usando a construgdo lexicografica. K iteracdes

dessas formam o codigo de dimensdo & Cy (TRACHTENBERG, 2002). A Tabela 4.12

demonstra essa construc¢do para o cddigo binariocomd=3,n=7 ¢ k=4.

Tabela 4.12: Matriz geradora para o codigo binario Cj , de dimensé@o 4 e distdncia minima 3
(TRACHTENBERG, 2002).

0000111

0011001

0101010

1001011

Para se entender mais analiticamente a construcdo lexicografica ¢ necessario fazer uso

do raio de cobertura de cada codigo Ci intermediario. O raio de cobertura de um codigo de

. . , . ~ . ;. n r 1°
tamanho 7 ¢ o inteiro p, onde p ¢ a distancia maxima de qualquer vetor em E] para o codigo.
Cada itera¢do da construcdo lexicografica de um cddigo intermediario C que tem o raio de

cobertura p e distdncia minima d pode ser entendida como a adi¢do de um vetor gerador:
(17| £,,(O)) | (4.43)

d— . . r ~
onde 1°7”, conhecido como bloco gerador, corresponde a (d — p) sucessivos 17s, e a fungdo

fiexi(C) retorna o primeiro vetor lexicograficamente que tem a distancia p para C. O simbolo
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<- | > significa concatenacdo. Os codigos lineares gerados por essa construgdo sao
precisamente os lexicodes (TRACHTENBERG, 2002).

O codigo de tamanho n = §, dimensao k& = 4 e distdncia minima de Hamming di, = 4,
mencionado por Trachtenberg (2002), ¢ exemplo de codigo 6timo e a sua construgdo
lexicografica ¢ dada a partir de sua matriz geradora G, na Equacao 4.44.

00001111

00111100
~lo1011010 | (4.44)

11110000
Pode-se perceber que, assim como a matriz geradora do codigo de Alencar e Giraudo
(2007), a matriz geradora do cédigo de Trachtenberg (2002) possui a caracteristica de que
GG" =0, entdo também podemos concluir que a matriz de paridade H para esse codigo ¢é igual

a matriz geradora G dele.
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5. SIMULACAO E RESULTADOS

Neste capitulo, apresentamos resultados experimentais obtidos para os algoritmos
descritos no Capitulo 4, realizando uma comparagdo critica segundo o ponto de vista do

desempenho.

Para exprimir o desempenho de um sistema de transmissdo digital usaremos a taxa de
erros de bit (BER) na saida do decodificador de canal. A duvida surge quando procuramos
saber se a taxa de erros em questdo diz respeito aos bits da palavra-codigo decodificada ou,
simplesmente, aos bits de mensagem que correspondem a essa palavra-codigo. Se muitos
autores, na apresentacdo de resultados relativos ao estudo de desempenho de um dado coédigo,
ndo clarificam devidamente a que BER se referem, ¢ comum considerar a taxa de erros entre

os bits de informagao (ou mensagem). (GOMES, 2003)

Por exemplo, a analise do desempenho de um cédigo binario (r,k) , ndo sistematico
com um 7 grande, ¢ um estudo extremamente demorado. Em alternativa ¢ usual considerar-se
que se a palavra recebida contém x erros, entdo, o numero médio de bits de mensagem errados

¢ x*R, e nesse caso,
BERyits informagdo — BERyits codigo (5 . 1)
o que simplifica o calculo da BER.

Nem todos os erros ocorridos durante a transmissdo sdo detectados. Referimos no
Capitulo 3 que no caso de um codigo linear, usando decodificagdo por sindrome, s6 havia
detecgdo de erros se a sindrome fosse diferente do vetor nulo. Assim, num dado esquema de

decodificagio poderdo ocorrer quatro tipos de situacdes para s=rH" -
— A palavra recebida, r, ¢ a palavra-codigo que foi transmitida ou que o decodificador
de canal corrige corretamente e, logo, ndo ha erros;

— A palavra recebida, r, ¢ uma palavra-codigo diferente da que foi transmitida,

portanto esse erro ndo ¢ detectado;
— A palavra recebida, r, ndo ¢ uma palavra-codigo, e o decodificador de canal

cotrige-a corretamente.
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— A palavra recebida, r, ndo ¢ uma palavra-codigo e o decodificador de canal ndo

corrige-a corretamente.

Definida a medida de desempenho adotada, o problema que se coloca ¢ como
comparar de forma justa o desempenho de codigos com diferentes dimensodes e taxas de

informacdo.

O uso de um cddigo de canal com taxa R = k/n, tem algumas conseqiiéncias. Uma
delas € que a energia de transmiss@o aumenta para nE; em vez de kE;, sendo E a energia
transmitida por simbolo. De forma a comparar o desempenho de diferentes esquemas de
codificacdo, a energia do sinal passa a ser expressa em termos da energia enviada por bit de

informacdo, £, com
Ep, = E/R (5.2)

Assim, considerando o caso de um canal Gaussiano, os graficos de desempenho
passam a ser expressos em termos da figura de mérito, £,/N,, diretamente relacionada com o

SNR do canal em que:

E, E

N, 2Rc’

S

(5.3)

sendo o a variancia do ruido AWGN que ¢ adicionado a cada simbolo da palavra de cédigo
transmitida, No/2 a densidade espectral de poténcia do ruido, e E,/N, € expresso normalmente

em dB.

Outro termo comum na analise do desempenho de um esquema de codificacdo ¢ o
ganho de codificacdo, que ¢ uma medida da poténcia adicional que seria necessario transmitir

no caso de ndo usarmos qualquer método de codificagdo, para obter o mesmo desempenho.

Fixando a energia transmitida por bit £}, a utilizacdo de um codigo de taxa R provoca
um aumento da taxa de transmissdo, R, ¢ uma diminui¢do da energia enviada por simbolo, Ej,
ou seja, uma diminuicdo da SNR na saida do canal. Como conseqiiéncia, verifica-se o
aumento da taxa de erros da seqiiéncia recebida, em comparagcdo com a que seria obtida se
ndo fosse usado qualquer esquema de codificacdo. No entanto, a redundancia introduzida com
o codigo de canal, permite que ap6s a decodificagdo muitos dos erros sejam corrigidos,
garantindo um desempenho superior ao sistema sem codificagcdo, como pode ser visualizado

na Figura 5.1 (GOMES, 2003).
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BER Transmissdo s/
A~ Codificacdo de Canal

Transmisséo ¢/ Codificacéo de
. Canal antes da Despodificac&o

Figura 5.1: Conceito de ganho de codificagdo (GOMES, 2003)

Para nossa simulag@o utilizamos o programa Matlab®, usando o método de Monte
Carlo, simulando um sistema de transmissao digital, como foi definido no Capitulo 2. Para
cada codigo lexicografico estudado, foram computadas as matrizes G e H, com a finalidade de
utiliza-las na codificagdo e decodificacdo de canal, respectivamente. O algoritmo utilizado

para a simulag@o de um sistema de transmissao digital segue abaixo:

1) Gera mensagens u aleatorias de dimensao £;

i) Codifica essas mensagens e obtém a palavra-codigo v, onde v = uG;
ii1) Passa essa palavra por um modulador BPSK;

iv) Adiciona ruido gaussiano branco;

V) Passa essa saida por um demodulador BPSK, gerando o vetor r;

vi) Computa a sindrome desse vetor, s =rH r.

vii) Procura a sindrome na tabela de sindrome;

viii) Achando a sindrome na tabela, encontra qual o lider de coset para aquela

sindrome, sendo esse lider um padrio de erro e;

iX) Decodifica a palavra recebida, v_estimado = r + e;
X) Compara v_estimado com v e computa em quantas posicoes eles
diferenciaram,;

xi) Computa a quantidade de bits de v;
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xii) Repete-se os passos de i) a xi) até a quantidade de iteragdes definidas;

n® _total de erros

n® _total de bits g

xiii) Para cada E,/Ny/dB] faz-se BER =

Xiv) Plota o grafico BER x Ey/Ny[dB].

Usando esse algoritmo para os ordenamentos lexicograficos padrio, Gray,
complementar e alternado obtivemos os resultados da Figura 5.2. Os (n,k,d) de comparacao
utilizados foram (8,4,4), (9,5,3), (10,3,5) e (11,4,5), respectivamente, além da simulacdo para

o sistema ndo-codificado.

. Curvas de BER em fungéo de Eb/No[dB] - lexicode padrdo
10

——BER padrao 8 4 4
. ——BER_padrao_10_3_5
\i\\ ——BER_padrao_11 4 5
AN > ——BER _padrao_9 5_3
——BER sem codigo
mf\\\\ \\ _sem_codig
Q.
. m\
& -\ NN
= \ TN
NENNE NN
A
ANRN \
107?2 0 2 4 6 8 10
Eb/No[dB]
(a)

o Curvas de BER em fung¢do de Eb/No[dB] - lexicode Gray
10

—+—BER Gray 8 4 4 ||
——BER_Gray 10 3 5]
——BER_Gray 11 4 5]
——BER_Gray 9 5 3 ||
——BER_sem codigo

10"

;
/

BER
o
&

N
10? \S\ \\

\ N
X

4
Eb/No[dB]

(b)
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10°

Curvas de BER em fungdo de Eb/No[dB] - lexicode complementar

——BER _complementar 8 4 4 |
¥ ——BER_complementar 10 _3_5]|
\\1\\@\ ——BER complementar 11 4 5
) ——BER complementar 9 5
10-1‘\,\‘;\ \s\ ——BER_sem_codigo
~
X ’ ~
& A
= R
10° \\ \ §
N\
NN
10-—; 0 4 6 8 10
Eb/No[dB]
(c)
. Curvas de BER em fun¢do de Eb/No[dB] - lexicode alternado
10 T
——BER alternado_8 4 4 |
| N ——BER alternado 10 3 5]
\h\( ——BER alternado 11 4 5
™~
—©—BER alternado 9 5 3

o5

S

——BER_sem_codigo

///“

BER

107

~
.

10°

o

4
Eb/No[dB]

(d)

10

Figura 5.2: BER x E,/Ny[dB] para os ordenamentos lexicograficos. (a) padrao, (b) Gray, (c)

complementar, (d) alternado.
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Tabela 5.1: Ganho de codificagdo para o codigo padréo (9,5,3), (8,4,4), (11,4,5) e (10,3,5).

BER Ew/No[dB] (9,5,3) | Eb/NO[dB] (sem_co6digo) | Ganho de codificacdo
0.1 1.4 -0.9 -2.3

0.02 3.2 3.2 0

0.01 3.8 4.3 0.5

0.001 5.3 6.8 1.5

BER Ew/No[dB] (8,4,4) | Eb/NO[dB] (sem_co6digo) | Ganho de codificacdo
0.1 1.1 -0.9 -2.0

0.03 3.0 3.0 0

0.01 3.6 4.3 0.7

0.001 5.2 6.8 1.6

BER Ew/No[dB] (11,4,5) | Eb/NO[dB] (sem_codigo) | Ganho de codificacdo
0.1 -0.5 -0.9 -0.4

0.08 -0.2 -0.2 0

0.01 1.9 4.3 2.4

0.001 3.4 6.8 3.4

BER Ew/No[dB] (10,3,5) | Eb/NO[dB] (sem_cddigo) | Ganho de codificacéo
0.13 -1.9 -1.9 0
0.1 -1.6 -0.9 0.7

0.01 1.2 4.3 3.1

0.001 2.9 6.8 3.9

Podemos notar que ao compararmos cada ordenamento lexicografico, os codigos de
mesmo (n,k,d) t€tm a mesma BER e Ey/Ny[dB], o que ja era esperado, ja que essa relagdo ¢
funcdo dos trés parametros. Entretanto, ao analisarmos cada codigo em separado, entre (n,k,d)
diferentes, o ganho de codificacdo também ¢ diferente, como visualizado na Figura 5.2 e na
Tabela 5.1. Mais especificamente, observa-se que ha a diminui¢do da BER com o aumento da

relagao Ey/No[dB] do sistema codificado em relacdo ao nao-codificado.

Percebe-se também que para uma dada taxa de erro, pelo menos para valores menores
que 107, o sistema codificado, com as construgdes lexicograficas simuladas, possui taxas de
erros menores que o sistema ndo-codificado, precisando de menos poténcia de transmissao.
Para os codigos (8,4,4), essa afirmacdo ¢ verdadeira a partir de Ey/No[dB] = 3dB, quando o
ganho de codificagdo é nulo, passando a ser positivo a partir desse ponto. Para os codigos
(9,5,3), (10,3,5) e (11,4,5) o ganho de codificagdo passa a ser positivo a partir de E/No[dB] =
3.2dB, -1.9dB e -0.2dB, respectivamente.

Na Tabela 5.2 é mostrado que para os codigos lexicograficos com dmin maiores, para

um dado Eu/No[dB], ha uma BER menor. Isso ja era esperado, pois para cada cddigo a
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capacidade de correcdo ¢ dada pela Equagdo 3.12, na qual ¢ visto que essa capacidade ¢

diretamente proporcional a dmin.

Tabela 5.2: Valores de BER para o codigo padrao (9,5,3), (8,4,4), (11,4,5) e (10,3,5), para valores

constantes de E,/No[dB].
En/No[dB] | BER (9,5,3) | BER (8,4,4) | BER (11,4,5) | BER (10,3,5) BER
(sem_codigo)
-2 0.5598 0.4562 0.2383 0.1289 0.1306
-1 0.3941 0.3195 0.1387 0.0708 0.1038
0 0.2466 0.1975 0.0675 0.0341 0.0786
1 0.1438 0.1083 0.0287 0.0131 0.0563
2 0.0628 0.0513 0.0093 0.0041 0.0375
3 0.0245 0.0202 0.0021 0.0010 0.0229
4 0.0078 0.0067 0.0003 0.0002 0.0125
5 0.0017 0.0017 0.0001 0.0000 0.0060

Para os algoritmos desenvolvidos por Trachtenberg (2002) e Alencar e Giraudo (2007)

obtivemos os resultados da Figura 5.3. O (n,k,d) de comparacao utilizado foi o (8,4,4).

o Curvas de BER em fun¢do de Eb/No[dB] - lexicode alencar
10

——BER alencar 8 4 4]
——BER_sem codigo

T
10" —
~~—
S
NN
N
10° \

4
Eb/No[dB]

(@)
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Curvas de BER em fun¢do de Eb/No[dB] - lexicode trachtenberg

——BER_trachtenberg 8 4 4
1 ——BER_ sem_codigo

10— \

10°

BER
/

NN

10° \

4
Eb/No[dB]

(b)
Figura 5.3: BER x E,/Ny[dB] para os codigos de: (a) Alencar e Giraudo (2007)
(b) Trachtenberg (2002).

Aqui nota-se também que a partir de Ep/No[dB] = 3dB, para ambos os codigos, o
ganho passa a ser positivo, ou seja, para valores maiores que 3dB € preciso menos poténcia de

transmissdo para o sistema codificado que para o sistema ndo-codificado.

Na Figura 5.4 fazemos a comparagdo entre todos os codigos lexicograficos para os
quais geramos os algoritmos. Para (n,k,d) = (8,4,4), podemos perceber que para todos eles
teremos 0 mesmo ganho de codificacdo. Podemos entdo concluir que todos os codigos, para
(n,k,d) iguais entre si, apesar de terem as matrizes geradoras e de paridade diferentes,

precisam da mesma poténcia de transmissao.

Curvas de BER em fun¢do de Eb/No[dB]

10

—+-BER_padrao
——BER_Gray
T ——BER_alternado

BER complementar f
T \ ——BER_sem_codigo
——BER_alencar
e~ ——BER_trachtenberg

NN

A\

BER
J
/

AN Y
A\

4
Eb/No[dB]

Figura 5.4: BER x E,/N,[dB] para os codigos lexicograficos simulados — (8,4,4).
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6. CONCLUSAO

Apos analisarmos os conceitos, desenvolvidos por diversos autores, que se relacionam
com a teoria dos codigos corretores de erros lexicograficos e fundamentado o estudo,
pudemos implementar os principais codigos lexicograficos existentes na literatura, sobre o

campo de Galois de caracteristica 2, ou seja, bindrio.

A geragdo dos lexicodes se deu através do algoritmo greedy, que foi apresentado por
Brualdi e Pless (1993). Entretanto, esse algoritmo s6 fornecia como saida a matriz de
paridade, as palavras-codigo e a tabela de coset, sendo que por meio dele era dificultoso
resolver a equagio GH' = 0 para obter a matriz geradora, que é de extrema importincia na
codificagdo. Como a matriz H desse codigo ndo pode ser reduzida a forma sistematica
trivialmente, uma contribui¢cdo desse trabalho foi gerar a matriz G por outro método, no qual
esta ¢ encontrada tal que sdo escolhidas para suas linhas as palavras-codigo c;, onde j ¢ uma

poténcia de 2.

Ademais, para o algoritmo greedy foi proposta uma base lexicografica diferente das

existentes na literatura, a qual chamamos base ordenada lexicografica alternada.

Outra contribui¢cdo foi mostrar o desempenho dos lexicodes através da simulagdo da
BER como fungdo de E,/Ny[dB]. Obtemos como resultado que, para E,/No[dB] cada vez
maiores, tem-se taxas de erro de bit cada vez menores, ao compararmos o sistema codificado
e o nao-codificado. Além disso, observou-se que para uma dada probabilidade de erro, o
sistema codificado com a construcdo lexicografica precisa de menos poténcia de transmissao

que o sistema nao-codificado.
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TRABALHOS FUTUROS

Como trabalhos futuros pretendemos:

. Aumentar a lista de codigos lexicograficos gerados através do algoritmo greedy

para n > 14 e analisar a capacidade de correcdo para esses codigos.

. Continuar o trabalho com os codigos lexicograficos desenvolvidos por
Trachtenberg (2002) e desenvolver nosso algoritmo baseado na estrutura apresentada por ele

para codigos com dmin maiores.

. Propor novas bases lexicograficas para o algoritmo greedy, a fim de analisar

suas caracteristicas para tamanhos » e dimensdes k maiores.

. Implementar os codigos lexicograficos sobre campos de Galois com

caracteristicas ternarias e quaternarias.
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